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Получены численные решения двумерного реакционно-диффузионного уравнения с нело-
кальной нелинейностью, описывающие формирование диссипативной структуры. Рассмотрены 
структуры, возникающие из начальных распределений с одним и несколькими центрами локализа-
ции. При изменении параметров уравнения решения описывают формирование расширяющихся 
кольцевых структур. Рассмотрены особенности образования и взаимодействия расширяющихся 
кольцеобразных структур в зависимости от характера нелокального взаимодействия. 
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Введение 

Моделирование процессов роста диссипативных структур (ДС) в реакционно-диффузионных 
(РД) системах вносит вклад в развитие теоретических представлений о колониальной организации 
популяций микроорганизмов [Murray, 2001; Woodward et al., 1995; Matsushita, Fujikawa, 1990; Matsu-
shita et al., 2004; Budrene, Berg, 1991; Ben Jacob, Garik, 1990]. В базовой реакционно-диффузионной 
модели Фишера–Колмогорова–Петровского-Пискунова (ФКПП) [Fisher, 1937; Колмогоров и др., 
1937] учитываются основные механизмы популяционной динамики: диффузия, автокатализ и ло-
кальные квадратичные конкурентные потери. Как показывают многочисленные теоретические и экс-
периментальные исследования (например, [Murray, 2001; Woodward et al., 1995; Matsushita, Fujikawa, 
1990; Matsushita et al., 2004; Budrene, Berg, 1991; Ben Jacob, Garik, 1990]), на формирование популяци-
онных структур существенно влияют дополнительные факторы: метаболиты, лизис, межклеточные 
коммуникации и др. Эти факторы изменяют характер взаимодействия в популяции, создавая эффект 
«дальнодействия». В работе [Fuentes et al., 2003] в одномерном уравнении ФКПП для учета влияния 
нелокального взаимодействия на популяционную динамику квадратичные локальные конкурентные 
потери заменены интегральным квадратично нелинейным членом. Вид интегрального члена выби-
рался из феноменологических соображений. Численные решения модифицированного уравнения 
ФКПП с нелокальным взаимодействием, полученные в [Fuentes et al., 2003], показали, что при специ-
альном выборе ядра интегрального оператора и параметров в уравнении реализуется динамический 
режим, который можно рассматривать как возникновение популяционной структуры. В [Трифонов, 
Шаповалов, 2009] развит формализм квазиклассических асимптотик для одномерного уравнения 
ФКПП с переменными коэффициентами и нелокальной нелинейностью, а в [Борисов и др., 2009] это 
уравнение решалось численными методами. Результаты, полученные при исследовании одномерной 
нелокальной модели, создали необходимый задел для изучения процессов формирования двумерных 
популяционных структур под влиянием нелокального взаимодействия. Двумерные структуры наибо-
лее удобны для экспериментальных исследований. В лабораторных условиях популяцию бактерий 
обычно выращивают в чашке Петри, плоское круговое дно которой заполняется тонким слоем пита-
тельной среды, а небольшое количество культуры вносится (инокулируется) в центр, равноудален-
ный от границы чашки.  

В данной работе численными методами построены решения двумерного РД-уравнения с квад-
ратичной нелокальной нелинейностью для начальных распределений с несколькими центрами ло-
кализации. Исследуемое уравнение является нелокальным обобщением двумерного уравнения 
ФКПП. Выбор начальных распределений соответствует экспериментальным условиям, в которых 
инокуляции культуры бактерий производятся в центры локализации начального распределения. 

Двумерная РД-модель с нелокальным взаимодействием 

Двумерное обобщенное уравнение ФКПП с нелокальным взаимодействием запишем в виде 
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Здесь кинетическая переменная ( , , )u x y t  ((массовая) плотность популяции данного вида, 
приходящаяся на единицу площади) зависит от времени t  и пространственных координат ,x y ; 
коэффициент диффузии D выбирается постоянным; процесс производства бактерий характери-
зуется темпом роста ( , )a x y t, . Квадратичные по плотности потери описываются функцией 

влияния 1 1( , )b x y x y t, , , , моделирующей конкуренцию за ресурс, процессы метаболизма, лизиса 
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и таксиса микроорганизмов; κ  – параметр нелинейности. Зависимость коэффициентов 
( , )a x y t,  и 1 1( , )b x y x y t, , ,  от пространственных координат 1 1( , )x y x y, ,  и времени t  позволя-

ет учитывать пространственную неоднородность и нестационарность условий протекания по-
пуляционных процессов, обусловленных внешними факторами. Будем также считать величи-
ны, входящие в уравнение (1), безразмерными. 

В одномерном случае [Fuentes et al., 2003; Борисов и др. 2009] для гауссовой функции 

влияния 2 2( ) exp( ( ) / )b x y t x y, , = − − σ  локализованное начальное распределение распростра-
няется вдоль оси x  в обе стороны от центра, что можно рассматривать как процесс формиро-
вания одномерной популяционной структуры. 

Поставим задачу о построении численных решений уравнения (1) для функции конку-
рентных потерь 1 1( , )b x y x y t, , ,  следующих двух видов: 
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Здесь параметр 2σ  характеризует эффективный размер области нелокального взаимодей-

ствия, точка 1 1( , )x y  отвечает максимуму функции b  в случае (2) и положению центра функ-
ции b  в случае (3). 

Зададим начальное распределение с центром локализации в точке 0 0( , )x y  следующим об-
разом: 
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Здесь параметр 2
0σ  характеризует степень локализации функции ( , ,0)u x y , 0f  –  амплитуда. 

Начальное распределение с точками локализации 0 0( , )i ix y , 1, ... ,i n=  зададим в виде 
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Здесь n – количество центров локализации (локальных максимумов) функции ( , ,0)u x y . 
Решение уравнения (1) строилось численными методами на основе явной и неявной разно-

стных схем и с помощью программы «Comsol Multiphysics», которая использует метод конеч-
ных элементов [Зенкевич, 1975] . В качестве начальных условий использовались функции ви-
да (4) и (5), задающие распределения плотности ( , ,0)u x y  с центрами локализации (точками 
локальных максимумов). В методе конечных элементов реализована проекционная постановка 
задачи и использовались треугольные лагранжевы элементы второго порядка. Интегрирование 
по времени осуществлялось с помощью дифференцирования назад (BDF–метод). 

Хотя в данной работе основным методом расчета являлся метод конечных элементов, реа-
лизованный в Comsol, для проверки достоверности также проведены контрольные расчеты 
с помощью разностных схем. Контрольные расчеты поводились для случая, показанного на 
рис. 2б. Разностные схемы строились стандартным образом в соответствии с подходом, приме-
няемым для уравнения теплопроводности [Самарский, 1989]. 
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Условие устойчивости явной схемы 2 1/ 2/D hτ ≤ , где τ  − шаг по времени; x yh h h= =  − 

шаг по координате. Эта схема требует мелкого шага по времени, поэтому она использовалась 
нами только для контрольных расчетов. Неявных схем использовалось два типа: в первом слу-
чае нелинейное слагаемое бралось с текущего, а во втором с предыдущего шага по времени 
(в обоих случаях второй порядок аппроксимации – по пространственным переменным и пер-
вый – по времени). Численное решение строилось с помощью метода Ньютона. К сожалению, 
нельзя утверждать, что данные схемы являются консервативными, так как для уравнения (1) 
законы сохранения не известны. Тестовые расчеты показали такой же результат, как и в случае 
метода конечных элементов в программе Comsol. 

В терминах популяционной динамики функция ( , ,0)u x y  вида (4) задает начальное рас-

пределение плотности популяции при условии инокуляции в окрестность точки 0 0( , )x y . 

Функция вида (5) соответствует инокуляциям в области с центрами в точках 0 0( , )i ix y . Диа-

метры областей инокуляций оценим значением 06σ . Величиной плотности ( , ,0)u x y  вне об-
ласти локализации будем пренебрегать. Тогда выражение (5) можно рассматривать как сово-
купность n  связных областей, в которых плотность отлична от нуля (точнее, выше установ-
ленного порога). Если области локализации не перекрываются, то каждую такую область 
можно рассматривать как первичную колонию бактерий, которая является источником роста 
популяции бактерий. Первичные колонии не взаимодействуют, если расстояние между их 
центрами больше 06 .σ  

Результаты численного моделирования для различных 
видов функции влияния и параметров модели 

Численные решения уравнения (1) строились в области, ограниченной окружностью радиу-
са R, 2 2 2 ,x y R+ <  на отрезке времени 0[0,  ]T  при следующих значениях параметров уравнения: 

0,001,D = 3,a =  1,κ = 0 0,1σ = . Амплитуда начального распределения выбиралась равной 

0 0,32 .f π=  Для функции b  вида (2) расчеты проводились при 0,2,σ =  а в случае функции b  
вида (3) 0,3.σ =  

Опишем свойства численных решений, полученные в данной работе для двумерного урав-
нения (1) при сделанных выше предположениях о виде функции влияния, начальных условиях 
и значениях параметров. 

Важная особенность динамики, описываемой уравнением (1), состоит в том, что существует 
некоторое характерное время τ , названное временем релаксации, за которое начальное распре-
деление 0u  вида (4) преобразуется в аксиально-симметричное распределение с максимумом 

в точке 0 00, 0)( yx = = , сечение которого (рис. 1) незначительно отличается от вида распределе-
ния ,u  полученного нами в работе [Борисов и др. 2009] для одномерного уравнения (1) при соот-

ветствующем выборе параметров задачи. Отметим, что изменение параметров 0f , ie θ  слабо 

влияет на функцию ( , , )u x y τ , но влияет на величину .τ  Заметим, что выбор 0 0,32f π=  не суще-
ственен. Начиная с момента времени τ  (в представленных ниже примерах 5τ ≈ ), вокруг цен-
трального максимума функции ( , , )u x y τ  образуется аксиально-симметричное (кольцеобразное) 
распределение, причем динамика формирования этого распределения существенно зависит от 
вида нелокального взаимодействия, определяемого выражениями (2) и (3). Назовем это распреде-
ление популяционной (или таксисной) волной [Murray, 2001]. 

Для наглядности на рис. 1 приведены сечения распределения ( , , )u x y t  плоскостью 0x =  
в момент времени 12t = . 
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Если функция конкурентных потерь имеет вид (2), то аналогично одномерному случаю 
центральный максимум сечения 0x =  уменьшается и разделяется на два локальных максиму-
ма, которые движутся в разные стороны друг относительно друга. По мере удаления максиму-
мов от начала координат в нем возникает (вторичный) локальный максимум, который в свою 
очередь разделяется на два локальных максимума меньшей величины, чем крайние (первич-
ные) максимумы и т. д. (рис. 1а). Если функция конкурентных потерь имеет вид (3), то вокруг 
центрального максимума распределения образуется кольцеобразное распределение плотности 
(таксисное кольцо), локализованное в окрестности некоторой окружности, радиус которой за-
висит от функции влияния ,b  а также от параметров уравнения (1). Вокруг образовавшейся 
структуры возникает следующая кольцеобразная структура, сечение 0x =  функции u  в момент 
времени 12t =  для этого случая показано на рис. 1б. 

 

Рис. 1. Сечение 0x =  функции u  в момент времени 12t =  

Со временем распределение u  теряет свойство аксиальной симметрии (рис. 2). В случае 
функции b  вида (2) амплитуды образовавшихся максимумов  достигают практически постоян-
ных значений, что соответствует образованию кольцеобразных структур распределения u . Ам-
плитуды вторичных максимумов, образовавшихся на более поздних стадиях, меньше, чем ам-
плитуды максимумов, образовавшихся на более ранних стадиях. Уменьшение амплитуд вто-
ричных максимумов объясняется следствием конкурентных потерь во внутренней области 
популяции. На временах t τ�  значение распределения в центре инокуляции стремится к по-
стоянному значению, и в этой области кольцеобразные структуры не образуются.  

В случае функции b  вида (3) образуется второе аксиально-симметричное кольцо, а рас-
пределение первого кольца трансформируется в неоднородное вдоль кольца распределение 
с периодически расположенными локальными максимумами. Со временем радиус кольца и по-
ложение локальных максимумов на кольце остаются практически неизменными. Эти локаль-
ные максимумы со временем растут по величине и достигают значения, равного значению цен-
трального максимума. Далее образуется третье кольцо, а на втором формируются максимумы 
по тому же сценарию, как на первом кольце, и процесс повторяется. Описанный процесс харак-
терен для формирования диссипативной структуры [Murray, 2001]. 

Для начального распределения вида (5) с несколькими центрами важным является зада-
ние координат центров 0 0( , )i ix y , поскольку динамика ( , , )u x y t  зависит от расстояния между 
центрами. Пусть Τ  − время, в течение которого можно пренебречь взаимодействием между 
областями, локализованными в окрестности каждого из центров начального распределения (5). 
Очевидно, что за время Τ  каждую из областей с координатами 0 0( , )i ix y  можно рассматривать 
как отдельную колонию, динамика которой развивается независимо от других колоний.  

Если τΤ < , то колонии начинают взаимодействовать между собой до возникновения 
кольцевых (таксисных) волн. Расчеты показывают, что при этом, независимо от вида функции 
влияния, реализуются два динамических режима. 



А. В. Борисов, А. Ю. Трифонов, А. В. Шаповалов 

____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

38 

а) Если две колонии взаимодействуют между собой достаточно сильно (с большой обла-
стью перекрытия), то они объединяются в одну, а дальнейшая эволюция функции u  проходит 
аналогично описанной выше динамике с начальным условием вида (4). 

б) Если две колонии взаимодействуют между собой слабо, то они удаляются (отталкива-
ются) друг от друга, а затем происходит процесс, аналогичный случаю, когда .τΤ >  

 

Рис. 2. Вид распределения u  в момент времени 12t =  

Если τΤ > , тогда вокруг каждой из колоний возникает кольцеобразная популяционная волна. 
Волны начинают взаимодействовать между собой. В результате этого взаимодействия образуется 
новая область, имеющая форму огибающей деформированных колец с диссипативными структурами 
внутри нее. Вид образующейся области зависит от параметров уравнения (1) и значений координат 

0 0( , )i ix y . Процесс слияния волн можно объяснить обеднением питательных веществ в области кон-
такта сталкивающихся волн, что приводит к снижению популяционной плотности в месте контакта и 
за волнами. На рис. 3 приведен пример взаимодействия популяционных волн, распространяющихся 
из трех центров инокуляции, т. е. для начального распределения (5) при n = 3.  

В случае функции влияния (2) характерным является то, что три кольцеобразных бакте-
риальных волны после взаимодействия превращаются в одну волну, имеющую форму, пока-
занную на рис. 3а.  

В случае функции влияния (3) картина распределения показана на рис. 3б.  

 
Рис. 3. Вид распределения u  в тот момент времени 9t = , а центры инокуляции имеют координаты 
(0, 4;0,4) , (0, 4; 0,4)− , (0;0,4)  

Величина  

 
2

( ) ( , , )
R

t u x y t dxdyμ = ∫  (6) 

может быть взята в качестве интегральной характеристики популяции, имеющей смысл ее мас-
сы. Зависимость (6) позволяет сравнить время релаксации τ  и характерные времена формиро-
вания кольцеобразных областей. Очевидно, что имеет смысл вычислять интеграл (6) как для 

всего пространства 2R  (полная масса популяции), так и для области, занимаемой отдельной 
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(вторичной) колонией (масса (вторичной) колонии). Другими словами, масса колонии дается 
интегралом (6), взятым по локальной связной области, в которой плотность отлична от нуля.  

Зависимость общей массы ( )tμ μ= , показанная на рис. 4, соответствует динамике u  для 

случая инокуляции с одним центром, а на рис. 5 показана зависимость массы ( )c c tμ μ=  для 
каждой колонии в отдельности. 

На рис. 4б, в случае функции влияния (3), видны четыре характерных момента времени 

1 2 3 4( , , , )t t t t  изменения функции ( )tμ μ= , которые для тех же параметров уравнения и функции 

влияния (2) отсутствуют (рис. 4а). Отметим, что для различных параметров , , ,D a κ σ  время 2 .t τ≈  

 

Рис. 4. Зависимость ( )tμ μ=  для всей популяции 

Начиная с момента времени 2 ,t  возникают процессы, результатом которых является воз-
никновение новых вторичных колоний (связных областей, в которых плотность отлична от ну-
ля). Однако при 2t t>  форма исходной колонии практически не меняется, а зависимость массы 
от времени характеризуется насыщением (сплошная линия на рис. 5). Аналогичным интерва-
лом времени от зарождения новой колонии до ее насыщения можно считать интервал 3 4( , )t t  
(пунктирная линия на рис. 5). 

 

Рис. 5. Зависимость ( )c c tμ μ=  для центральной колонии и для одной из колоний, находящейся на пер-

вом кольце 

Заключение 

Численное моделирование динамики бактерий на основе уравнения (1) показало, что эво-
люция функции плотности u  может проходить по различным сценариям в зависимости от па-
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раметров уравнения и начальных условий. Существуют динамические режимы формирования 
диссипативных структур. Образование структур, состоящих из вторичных колоний, сущест-
венно зависит от вида функции 1 1( , )b x y x y, , . Для инокуляции с одним (4) и несколькими (5) 

центрами возникают расширяющиеся кольцеобразные популяционные волны, которые в слу-
чае (5) могут взаимодействовать между собой и приводить к образованию диссипативных 
структур. В случае функции влияния (3) образуются пространственно разделенные связные об-
ласти (колонии бактерий).  

Эволюция начального распределения с одним центром характеризуется временем релакса-
ции, которое соответствует времени насыщения массы центральной колонии бактерий.  
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